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Objetivo de la leccion

Analizar y comparar la frecuencia relativa de los resultados de un experimento aleatorio,
reconociendo que, aunque los resultados individuales varian, al aumentar el nUmero de
repeticiones comienzan a emerger ciertas regularidades.

Lugar de la leccion en la unidad

En esta primera leccidn sobre los conceptos bdsicos de probabilidad, los estudiantes exploran
por primera vez la nocion de aleatoriedad. El objetivo es que identifiquen las caracteristicas que
definen una situacién como aleatoria. Este conocimiento es fundamental para las lecciones
posteriores, donde aprenderdn a estimar y calcular probabilidades en situaciones aleatorias.

Tareas matematicas

T1. Calcular frecuencias relativas a partir de frecuencias absolutas.

T2. Comparar frecuencias relativas en contextos con diferentes tamanos de muestra.

T3. Analizar la evolucidn de la frecuencia relativa a medida que aumentan las repeticiones.

T4. Representar frecuencias relativas mediante graficos de lineas.

T5. Identificar regularidades en los resultados de un experimento aleatorio a partir del andlisis grafico.

Panorama leccion

Esta lecciéon marca el inicio del trabajo con el enfoque frecuentista de la probabilidad. Comienza con
una activacién que permite recuperar el concepto de frecuencia relativa, diferencidndolo de la
frecuencia absoluta. Este trabajo permite activar la nocion de frecuencia relativa como una
herramienta Gtil para comparar resultados cuando los tamafos de muestra son distintos (T1y T2).

En la Actividad 1, el estudiantado analiza los resultados obtenidos en juegos de azar desarrollados en
clases anteriores. A través del cdlculo y comparacion de frecuencias relativas para distintos nUmeros
de turnos, reconocen la variabilidad en los resultados de experimentos aleatorios y comienzan a
identificar patrones emergentes al aumentar el namero de repeticiones (T1, T2y T3).

En la Actividad 2, se construyen grdaficos de lineas que representan la evolucién de las frecuencias
relativas al considerar progresivamente mds turnos. A partir del andlisis de estos grdficos, el
estudiantado identifica visualmente como las frecuencias relativas tienden a estabilizarse,
reconociendo la presencia de regularidades a medida que se acumulan mds datos (T4 y T5).
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| ACTIVACION

En una escuela se realizd una encuesta sobre los deportes favoritos en los 7° bdsicos. La siguiente
tabla muestra las frecuencias absolutas de las preferencias de cada curso.

N° ) Otros
: Basquetbol Volleyball
estudiantes deportes
7°A 16 10
7°B 25 12
7°C 20 13
\\ J

En base a la tablag, responde las siguientes preguntas:

0 ¢En qué curso hay mds estudiantes que prefieren el futbol? ¢En cudl curso hay un nimero
mayor de estudiantes que prefieren el basquetbol?

e ¢Es correcto afirmar que “En el 7°C se prefiere mas el fatbol en comparacién a los otros
séptimos” ?
e Calcula la frecuencia relativa de estudiantes que prefieren el fatbol y el basquetbol en cada
curso y responde,

a. ¢En qué curso hay una proporcién mayor de estudiantes que prefieren el futbol?

b. ¢En qué curso hay una proporcion mayor de estudiantes que prefieren el badsquetbol?

c. ¢Cambian tus respuestas al comparar las preferencias entre cursos de esta manera en
relacién con lo que respondiste en las preguntas 1y 2?
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%0 Respuesta experta

Al observar la columna de futbol, el 7°C tiene el mayor nUmero de estudiantes que

prefieren fatbol (13). Al observar la columna de béasquetbol, el 7°B tiene el mayor nGmero de
estudiantes que prefieren basquetbol (6).

e No necesariamente. Si bien 13 estudiantes prefieren el fatbol en el 7°C (mds que en Ay B),

este curso tiene 20 estudiantes, mientras que los otros tienen 16 y 25 estudiantes. Es decir la
proporcidn de estudiantes que prefieren fatbol respecto del total de estudiantes en el 7°C
puede no ser mayor que en los otros séptimos.

e En el 7°C, con una frecuencia relativa de 0.65 (65%).

e En el 7°A, con una frecuencia relativa de 0.25 (25%).

e Enla preguntal, el curso con mds estudiantes que prefieren fltbol es 7°C, y sigue siéndolo
en términos relativos (0.65), asi que la conclusién no cambia. Sin embargo, en la pregunta
2, dijimos que 7°B tenia mds estudiantes que prefieren basquetbol (6), pero al considerar

las proporciones, el curso con mayor preferencia relativa por el basquetbol es 7°A (25% vs
24%).
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| GESTION DE LA ACTIVACION

Inicio de la leccion

Mencione a sus estudiantes que en esta clase exploraran las regularidades que pueden observarse
en los resultados de experimentos aleatorios cuando se repiten muchas veces . Para ello
comenzaremos con una actividad que les permitird activar sus conocimientos sobre frecuencia
relativa, concepto clave para el trabajo que se propone en la leccion.

Guiando la activacién

Presente la actividad y pregunte a sus estudiantes las respuestas a los items 1y 2. Se espera que
algunos estudiantes mencionen que con la tabla de frecuencias absolutas es posible afirmar “que en
el 7°C se prefiere mas el futbol en comparaciéon a otros séptimos” mientras que otros estudiantes
digan que es necesario comparar la proporcion de quienes prefieren el futbol en cada séptimo.

Motive una discusion en torno a estas ideas, sin validar ninguna posicion, y luego pida que aborden
individualmente el item 3. Luego promueva una discusioén con el curso completo asegurdndose
de que:

e Identifiquen las diferencias entre frecuencia absoluta y relativa (En el 7°B hay mds estudiantes
que prefieren basquetbol que en el 7°A, ¢eso significa que es mds popular en el 7°B? en
comparacién al 7°A?)

e En base a lo anterior, reconozcan que la frecuencia relativa permite comparar adecuadamente
la preferencia por deportes (como “fatbol” o “basquetbol”) en cursos con distinto namero de
estudiantes, ya que muestra qué parte del total de estudiantes representa cada deporte en
cada curso.

Lo que debemos recordar para esta leccion

A partir de las respuestas de la actividad, conecte con los siguientes conceptos clave:

¢ La frecuencia absoluta de un resultado (en este caso, “fGtbol”, ”bésquetbol") corresponde al
ndmero de observaciones de dicho resultado.

e La frecuencia relativa de un resultado corresponde a la proporcién de observaciones de dicho
resultado, con respecto al total de observaciones, y se obtiene dividiendo la frecuencia absoluta
por el nUmero total de observaciones.

¢ La frecuencia relativa nos permite comparar adecuadamente un mismo resultado en conjuntos
de datos diferentes, adn cuando sean de distinto tamaro.
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| AcTIVIDAD 1

Recordemos los juegos de azar de la leccién anterior.

: : Resultados Espacio
Experimento aleatorio ;
posibles muestral
Avanzar 0
Jugar un turno segin espacios.
Juego 1 las reglas del juego .
9 9 J, g0y Avanzar 1 espacio. {0,1,2}
(cartas) observar cudntos
espacios se avanza Avanzar 2
espacios.
Avanzar 0
Jugar un turno segln espacios.
Juego 2 las reglas del juego
9 J, goy Avanzar 1 espacio. {0,1,2}
(monedas) observar cudntos
espacios se avanza Avanzar 2
espacios.
\ J

éQué es mds posible que ocurra en un turno de cada juego?
éAvanzar 0,10 2 espacios?

Para responder esta pregunta, analizaremos los resultados de los juegos que registramos
en clases anteriores. En grupos, completen la siguiente tabla, que resume la cantidad de
veces que aparecié cada posible resultado (avanzar 0,10 2 espacios) durante una
ronda, o bien en el total de tres rondas.
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NUmero de

rondas Avanzar 0 Avanzar 1 Avanzar 2 Total
i espacios espacio espacios turnos
consideradas
1ronda
(cualquiera 15
de las 3)
Total 3 rondas 45
. y,

a A partir de la tabla,

e ¢Qué resultado aparece mas veces al considerar sélo 1 ronda?¢Y al considerar el total de
las 3 rondas?

e ¢Qué resultado aparece menos veces al considerar solo 1 ronda? ¢Y al considerar el total
de las 3 rondas?

e ¢:Es correcto decir que un resultado es “mds comun” sélo porque aparecidé mds veces
cuando se comparan cantidades de turnos distintas? ¢O “menos comdn” sélo porque
aparecié menos veces?

e ¢COmo podriamos hacer una comparacién mds justa entre los resultados obtenidos al
considerar 1 ronda y 3 rondas?
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e En base a la tabla anterior, completa la siguiente tabla con las frecuencias relativas de
obtener cada resultado al considerar 1 o 3 rondas y respondan las siguientes preguntas.

) Frecuencia Frecuencia . .
NUmero de . . Frecuencia relativa
relativa de relativa de .
rondas . . de "avanzar 2
. avanzar 0 avanzar 1 o
consideradas " o espdacios
espacios espacio
1ronda
(cualquiera
de las 3)
Total 3
rondas
. J

e Usa la tabla para completar las siguientes frases:
o Aljugar1ronda, “avanzamos 0 espacios” un % de las veces. En cambio, al
jugar 3 rondas, “avanzamos 0 espacios” un __ _ % de las veces.
o Es decir, “avanzar 0 espacios” fue mas frecuente al considerar ronda(s).

e ¢En cudl de los dos casos (1ronda o 3 rondas) fue mas frecuente “avanzar 1 espacio”? ¢Y
“avanzar 2 espacios”? Justifica tu respuesta.

e Compara tus resultados de la tabla anterior con los de otro grupo que jugoé el mismo

juego. ¢Obtuvieron resultados iguales o distintos? ¢Creen que si jugaran 10 rondas mds y
completaran la tabla nuevamente los resultados serian iguales o diferentes?

%0 Respuesta experta

A continuacién se muestran ejemplos de posibles resultados obtenidos mediante
simulaciones de los experimentos aleatorios. Se espera que los estudiantes construyan
estas tablas a partir de sus registros de juegos de la leccidn anterior y en funcion de ellas
aborden las preguntas de los items 1,2y 3.
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Juego de las cartas

Frecuencias absolutas

NUmero de
rondas
consideradas

Avanzar 0 Avanzar 1
espacios espacio

Avanzar 2
espacios

MATEMATICA CONECTADA

Total turnos

1 ronda
(cualguiera de 4 6 5 15
las 3)
Total 3 rondas 13 20 12 45
\- Y,

Frecuencias relativas

. Frecuencia Frecuencia ,
Ndmero de T relativa Frecuencia
rondas Avanzar | relativa Avanzar Total turnos
consideradas AT PCIFE . 2 espacios
espacios espacio
1 ronda
las 3)
Total 3 rondas 0.29 0.44 0.27 45
_ J
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Juego de las monedas

Frecuencias absolutas

NUmero de
rondas
consideradas

Avanzar 0 Avanzar 1
espacios espacio

Avanzar 2
espacios

MATEMATICA CONECTADA

Total turnos

1 ronda
(cualquiera de 3 6 6 15
las 3)
Total 3 rondas 23 9 13 45
\- Y,

Frecuencias relativas

. Frecuencia Frecuencia ,
Ndmero de relativa relativa Frecuencia
rondas Avanzar | relativa Avanzar Total turnos
consideradas AT PCIFE . 2 espacios
espacios espacio
1 ronda
las 3)
Total 3 rondas 0.51 0.2 0.29 45
_ J
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| GESTION ACTIVIDAD 1

Objetivo

Analizar la frecuencia relativa de los resultados de un experimento aleatorio en pocas
repeticiones, reconociendo su variabilidad.

& Trabajo en grupos

Explique la actividad y organice a los estudiantes en parejas para que trabajen en ella. Es importante
que haya claridad en la tabla inicial, es decir, que comprendan el espacio muestral asociado a cada
uno de los juegos. Por lo mismo, puede detenerse un momento a explicar esto ultimo.

Pida que aborden lositems 1y 2, y dé un tiempo para que trabajen en ellos. Si lo considera necesario,
puede volver a explicar la diferencia entre 1turno y 1 ronda (15 turnos). Durante el monitoreo preste
atencién a que los estudiantes calculen correctamente la frecuencia relativa y a la interpretaciéon
que hacen de ellg, en particular en el item 2.

# Discusion de curso completo

Facilite una discusién en la que los estudiantes compartan sus respuestas y razonamientos. Procure
que, al intervenir, los estudiantes aclaren a qué juego se refieren. Puede ir registrando en la pizarra las
frecuencias relativas que mencionen, organizdndolas por juego, cantidad de rondas y resultados, a
fin de facilitar la comparacién y el andlisis en la discusion.

Asegurese de que en la discusion sus estudiantes:

e Reconozcan que no basta la frecuencia absoluta para comparar si un resultado es “mas” o
“menos” comin que otro, al comparar los resultados entre 1y 3 rondas (¢Que resultado aparece
mdas veces al considerar 1 ronda?¢eso significa que es mas comun obtener ese resultado en 1
ronda que en 3 rondas?:Por qué?)

e Comparen tablas de frecuencia relativa entre distintos grupos que jugaron al mismo juego.
(¢Obtuvieron proporciones parecidas? ¢En qué se parecen o se diferencian sus resultados?)

¢ Noten que, pese a las diferencias entre grupos, comienzan a aparecer ciertas regularidades
(¢cCudl es la frecuencia relativa de avanzar 0 espacios después de 3 rondas en el juego de las
cartas? ¢Este resultado es muy distinto entre los grupos que jugaron el mismo juego? ¢Qué
ocurre si analizamos la misma frecuencia relativa después de sélo 1 ronda? ;Cémo es la
diferencia entre los resultados de cada grupo en ese caso?).
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Conclusiones

Resuma los puntos clave de las discusiones y conecte las respuestas con las siguientes ideas:

e En los experimentos aleatorios, los resultados pueden cambiar cada vez que se repiten. Esta
variabilidad es parte esencial del azar. Este comportamiento se observa en ambos juegos que
hemos presentado.

e Aunque los resultados individuales pueden variar, al aumentar el nUmero de repeticiones del
experimento, la frecuencia relativa de cada resultado comienza a mostrar ciertas regularidades.
Por ejemplo, al comparar las frecuencias relativas obtenidas por cada grupo después de 45
turnos (o 3 rondas), las diferencias entre grupos fueron menores que las observadas después
de solo 15 turnos.

e Para poder responder a la pregunta “¢Qué es mds posible que ocurra en un turno de cada
juego? “ hemos buscado calcular su frecuencia relativa. La frecuencia relativa nos otorga una
comparacién mds justa que la frecuencia absoluta.

Anticipaciones y sugerencias

e Algunos estudiantes pueden cometer errores al calcular las frecuencias relativas.
Asegurese de que comprendan que deben dividir la cantidad de veces que ocurrid un
resultado entre el total de repeticiones.

¢ Es posible que los estudiantes confundan los términos “ronda” y “turnos”. En estos casos
aclare que una ronda consiste, si el grupo es de tres estudiantes, de 15 turnos, en que
cada participante jugd 5 turnos.
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| AcTIVIDAD 2

0 Con tu grupo, completa la siguiente tabla utilizando:

e Los datos que ustedes registraron en cada una de sus rondas (15 turnos por ronda),
¢ Los datos compartidos por otros grupos que jugaron el mismo juego.

Ve
Nf::::ﬁ;’:sde Total Avunzqr 0 Avanzqr 1 Avunzgr 2 Avanzqr 0 Avunza_r 1 Avanzgr 2
consideradas turnos espacios espacio espacios espacios espacio espacios
1 115
2 30
3 45
4 60
5 75
o )

0 Construye un grdéfico de lineas para esta tabla, que muestre la frecuencia relativa
asociada a cada resultado del juego.

e A partir del gréfico, respondan las siguientes preguntas:

e Compara cémo varia la frecuencia relativa de cada resultado en estos tramos: (a) entre 0
a 45 turnos y (b) entre 45 a 75 turnos ¢En cudl de ellos la frecuencia relativa varia mas?

e En general, ¢como varia la frecuencia relativa de cada resultado a medida que se
consideran mds turnos?

e Situvieras que explicar cudl resultado es mds posible de obtener en el juego, ¢qué
frecuencia relativa considerarias mds representativa del comportamiento del
experimento? ¢Considerarias los datos de una ronda (15 turnos), de varias, o de todas las
rondas? ¢Por qué?
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%0 Respuesta experta

Las siguientes imagenes muestran una respuesta esperada para los items 1y 2,
ejemplificadas para ambos juegos.

Frecuencia Frecuencia
relativa Simulacién Juego de las monedas felativa Simulacién Juego de las tarjetas

1 Avanzar 0 espacios 1 Avanzar 0 espacios
09 ——  Avanzar 1 espacio 9. —— Avanzar 1 espacio
08 IEEAEA S, 08 MG oS

06 06
05 05
04 04
03 03
02 0.2
0.1 01
15 30 45 60 75 15 30 a5 60 75
Nimero de turnos Nimero de turnos
Nro de turnos — 15 30 45 60 75 Nro de turnos — 15 30 45 60 75
Avanzar 0 06 067 06 058 055 Avanzar 0 033 027 029 026 029
Avanzar 1 027 023 018 02 023 Avanzar 1 027 027 029 032 035
Avanzar 2 013 01 022 022 023 Avanzar 2 04 047 042 042 036

Para el item 3:

e En ambos juegos, la frecuencia relativa muestra mas variacién en el tramo entre 0 a
45 turnos, comparado con el tramo entre 45 a 75 turnos.

e La frecuencia relativa de cada resultado varia considerablemente para ambos
juegos, pero a medida que aumenta el nimero de turnos considerados, esta
variacion parece disminuir.

e Dado que la variacion parece disminuir a medida que se consideran mads turnos,
parece sensato considerar la frecuencia relativa al cabo de 75 turnos en vez de la
frecuencia relativa al cabo de 15 turnos, para explicar qué resultado ocurre con mas
frecuencia en cada juego.
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| GESTION ACTIVIDAD 2

Objetivo

Analizar la frecuencia relativa de los resultados de un experimento aleatorio en un grafico de
lineas y discutir las regularidades que emergen al aumentar el nUmero de repeticiones.

& Trabajo en grupos

Dé tiempo para que los estudiantes construyan en grupos la tabla y el grafico de lositems 1y 2.
Puede ayudarles explicando que pueden usar sus propios datos para el nUmero de turnos 15, 30 y 45,
pero necesitardn informacion de otros grupos que jugaron al mismo juego para completar la tabla.
Durante este trabajo, aseglrese de que registren frecuencias absolutas y relativas acumuladas
segun el nimero de turnos. En este punto, puede seleccionar algunos graficos para apoyar la
discusion posterior.

Luego, permita que discutan en grupo las preguntas del item 3, guidndolos a basar sus respuestas
en las regularidades que se observan al aumentar los turnos.

& Discusion de curso completo

Guie una discusion en la que los estudiantes compartan sus graficos. Puede iniciar solicitando a los
grupos previamente seleccionados que los representen en la pizarra, indicando con claridad a qué
juego corresponden (cartas o monedas). Utilice estos graficos como apoyo para analizar las
respuestas al item 3, procurando que los estudiantes:

e Expliqguen como cambia la frecuencia relativa de los resultados a medida que aumenta el
ndmero de turnos, centrédndose en su variacion (¢Cudnto cambia la frecuencia relativa de un
mismo resultado al considerar mds turnos?).

e Reconozcan, a partir de esta observacion, que al considerar un mayor nUmero de turnos, las
frecuencias relativas tienden a “estabilizarse”, es decir, el grafico muestra menos variacion y se
hace mads regular (¢Qué ocurre con la forma del grafico cuando consideran mds turnos? ¢Se
vuelve mas caético (cambia mucho) o regular (cambia poco)?)
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Conclusiones

Resuma los puntos clave de las discusiones y conecte las respuestas con las siguientes ideas:

e Con el objeto de comparar cudl resultado es mds posible, hemos calculado sus frecuencias
relativas y estudiado su comportamiento luego de repetir el juego. Hemos visto que si hay
pocas repeticiones, las frecuencias relativas obtenidas tienen mucha variabilidad de una ronda
a otra, pero que a medida que aumenta el nimero de repeticiones, hay menos variabilidad.

e Lo anterior no solo vale para estos juegos en particular. Si bien en los resultados de juegos de
azar siempre hay variabilidad, en la medida que se analizan mds datos hay ciertas
regularidades que emergen al considerar muchas repeticiones.

e Las tablas y gréficos son herramientas que nos permiten organizar los datos, visualizar y analizar
dichas regularidades. Para estudiar como se comporta la frecuencia relativa al ir aumentando
el nimero de repeticiones hemos utilizado el grafico de lineas, que es de mucha utilidad cuando
estudiamos la evolucién de una cantidad, como la frecuencia relativa.

Anticipaciones y sugerencias

e Algunos estudiantes pueden cometer errores al calcular las frecuencias relativas.
AsegUrese de que comprendan que deben dividir la cantidad de veces que ocurrié un
resultado entre el total de repeticiones.

e Es posible que a algunos estudiantes les genere confusion la idea de “juntar” los
resultados de distintos grupos para completar una Unica tabla de frecuencias relativas.
Aproveche esta duda para explicar que lo que buscamos es estimar qué tan probable es
avanzar 0,10 2 espacios en un turno cualquiera del juego, y que como cada turno es
independiente (ie. el resultado de un turno no afecta al siguiente), no hay problema en
combinar los resultados obtenidos por diferentes grupos.
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| TICKET DE SALIDA

éCudl de las siguientes afirmaciones son correctas? (marca todas las que consideres que
son correctas)

a. Enlos experimentos aleatorios, los resultados son siempre los mismos si se repiten
muchas veces.

b. Al representar los resultados con grdaficos, podemos empezar a ver regularidades.

c. Las frecuencias relativas pueden ayudar a identificar patrones aunque los
resultados varien.

d. Sise repite un experimento solo una vez, ya se puede saber cudl es la regularidad.

Reconocer que los gréficos y las frecuencias

Indicador de relativas permiten identificar regularidades en
evaluacion experimentos aleatorios, las cuales emergen al

repetir el experimento muchas veces.
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@ Posibles comprensiones

Respuesta
correcta

MATEMATICA CONECTADA

Afirmacioén

Posibles comprensiones asociadas

No reconocen el cardcter variable de los resultados de un
experimento aleatorio, o bien, creen que al repetir muchas veces el

a . - -
experimento se elimina la variabilidad completamente y por tanto, los
resultados serdn siempre los mismos.

b X

c X
No han comprendido que se necesita un nUmero considerable
de repeticiones para identificar patrones o regularidades, y

d o -
por ello creen que una sola repeticidon es suficiente para sacar
conclusiones generales.

\ J
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| CIERRE DE LECCION

En esta leccion exploramos la pregunta:

é£Qué es mds posible que ocurra en un turno de cada juego?
¢Avanzar 0,10 2 espacios?
Para abordarla, registramos los resultados obtenidos en los juegos de las tarjetas y las monedas, y

comparamos las frecuencias absolutas y relativas de "avanzar 0", "avanzar 1"y "avanzar 2" espacios al
considerar distintos nimeros de turnos. Esto nos permitié concluir las siguientes ideas:

e En los experimentos aleatorios, los resultados pueden cambiar cada vez que se repiten. Esta
variabilidad es parte esencial del azar.

e Aunque los resultados individuales pueden variar, al aumentar el nUmero de repeticiones del
experimento, la frecuencia relativa de cada resultado comienza a mostrar ciertas regularidades.
Por ejemplo, al comparar las frecuencias relativas obtenidas por cada grupo después de 45
turnos (o 3 rondas), las diferencias entre grupos fueron menores que las observadas después
de solo 15 turnos.

e La frecuencia relativa permite comparar de manera mas justa qué tan posible es que ocurra un
resultado, ya que considera la proporcion respecto del total de repeticiones.

e Juntamos resultados de grupos que jugaron al mismo juego para construir una tabla de
frecuencia relativa de los resultados de avanzar 0, 1 0 2 espacios, hasta 75 turnos. Mediante esta
tabla, construimos un grafico de lineas que nos permitié evidenciar como evoluciona la
frecuencia relativa de cada resultado a medida que se consideran mds turnos.
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MATEMATICA CONECTADA

El andlisis del grafico nos permitié concluir que si bien en los resultados de juegos de azar
siempre hay variabilidad, en la medida que se analizan mds datos comienzan a observarse
regularidades en las frecuencias relativas al considerar muchas repeticiones.

Términos matematicos que ahora puedo ocupar:

frecuencia absoluta
frecuencia relativa

disminucioén de la variabilidad
evolucion de la frecuencia relativa




