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Objetivo de la leccion

Establecer que la probabilidad de un resultado puede estimarse a partir del valor hacia el que
tiende su frecuencia relativa al repetir muchas veces un experimento aleatorio.

Lugar de la leccion en la unidad

Esta leccion corresponde a la Gltima clase de la secuencia dedicada al enfoque frecuentista de
la probabilidad. Se profundiza en la interpretacion de la frecuencia relativa como una
estimacioén de la probabilidad, a partir del andlisis de simulaciones realizadas para un nidmero
considerable de repeticiones de un experimento aleatorio.

Tareas matematicas

T1. Analizar grdficos de lineas que muestran la evolucion de la frecuencia relativa de un resultado al
aumentar el nUmero de repeticiones de un experimento aleatorio.

T2. Comparar datos obtenidos por medio de simulaciones de un experimento aleatorio para
identificar regularidades en el comportamiento de las frecuencias relativas.

T3. Reconocer y describir la tendencia a la estabilizacion de la frecuencia relativa cuando el
experimento se repite muchas veces.

T4. Usar la frecuencia relativa obtenida tras muchas repeticiones para estimar la probabilidad de
ocurrencia de cada resultado.

T5. Formular y justificar conclusiones sobre la probabilidad de un resultado basadas en simulaciones
y datos empiricos.

Panorama leccion

En la Actividad 1, el estudiantado utiliza simulaciones digitales de juegos de azar (cartas o monedas)
para observar como evoluciona la frecuencia relativa de cada resultado a medida que aumenta el
ndmero de repeticiones, hasta alcanzar las 1000. A partir de la lectura de tablas y graficos de lineas,
analizan cémo la frecuencia relativa tiende a estabilizarse en torno a un cierto valor, y comienzan a
interpretarlo como una medida de posibilidad (T1, T2, T4).

En la Actividad 2, comparan sus resultados con los de otros grupos y repiten la simulacién desde
cero para observar si la frecuencia relativa se estabiliza en torno a los mismos valores. Este trabajo
permite reconocer que la estabilizacién ocurre de forma consistente, independientemente del grupo
o del juego, y reforzar la idea de que dicha regularidad es una propiedad del experimento aleatorio.
Asi, se formaliza la probabilidad desde un enfoque frecuentista como el valor hacia el cual tiende la
frecuencia relativa al aumentar las repeticiones (12, T3, 74, T5).
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| ACTIVACION

Para realizar un experimento, se colocan en una bolsa 4 cartas, que se muestran a continuacion

A AIER AL X ML T
v *
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El experimento consiste en sacar sin mirar una carta de la bolsa, observar el resultado, y
volver a ingresarla a la bolsq, y se repite un gran nimero de veces. Respecto de la situacion
anterior, responde,

a ¢Cudl es el espacio muestral asociado al experimento?

e El siguiente grafico describe la evolucion de la frecuencia relativa de obtener el 3 de corazones
a medida que aumenta el nimero de repeticiones del experimento, hasta 70 repeticiones,

Frecuencia
relativa
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Ndmero de extracciones

Describe como varia la frecuencia relativa de obtener un 3 de corazones segin el nUmero de
repeticiones ¢Hay alguna diferencia entre las primeras repeticiones y las Ultimas?¢Cudl?
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%0 Respuesta experta

0 {2-corazon, 3-corazon, 4-trébol, 5 trébol}

e Con pocas repeticiones, la frecuencia relativa de obtener un 3 presenta bastante

variaciéon. Sin embargo, en la medida que se realiza un mayor nimero de extracciones, la
variaciéon tiende a disminuir cada vez mads.
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| GESTION DE LA ACTIVACION

Inicio de la leccion

Comente a los estudiantes que el objetivo de esta clase es estimar numéricamente el grado de
posibilidad de un resultado en un experimento aleatorio. Para ello, se propone una actividad en la
que les ayudard a recordar como se comporta la frecuencia relativa de un resultado a medida que
aumenta el nimero de repeticiones del experimento.

Guiando la activacién

Presente el experimento aleatorio descrito en la actividad y organice una discusién de curso
completo en que los estudiantes compartan sus respuestas a los items 1y 2. Procure que en
la discusion:

e Describan el espacio muestral asociado al experimento aleatorio, argumentando a partir de qué
es lo que se quiere observar como resultado (Qué es lo que interesa observar al sacar una
carta? Segln eso, ¢cudles serian los posibles resultados?)

e Reconozcan, a partir del grafico de frecuencia relativa, que la variabilidad de los resultados
disminuye a medida que se consideran un nimero mayor de repeticiones del experimento
(¢Qué ocurre con la forma del gréfico cuando consideran mas turnos?).

Es posible que algun estudiante tenga dudas sobre lo que estd representado en el grafico de lineas.
En esos casos, puede dedicar un breve momento a explicar que corresponde a la frecuencia relativa
calculada para un namero de repeticiones, esto es,

Numero de veces que aparecié el 3 de corazones

Frecuencia rel. 3-corazones = ~ — -
Numero de repeticiones del experimento

Lo que debemos recordar para esta leccion

A partir de la discusidn anterior, destaque las ideas matematicas que deben tenerse en cuenta
durante esta leccién:

e Para estudiar el grado de posibilidad de un resultado de forma numérica usamos la frecuencia
relativa. Hemos visto que, en pocas repeticiones de un experimento, la frecuencia relativa de los
resultados tienen mucha variabilidad, pero a medida que aumenta el nUmero de repeticiones,
la variabilidad disminuye.

e Para estudiar cdmo se comporta la frecuencia relativa al ir aumentando el nUmero de
repeticiones utilizamos el grafico de lineas, que es de mucha utilidad cuando queremos estudiar
la evolucién de una cantidad.
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| AcTIVIDAD 1

En la leccidn anterior vimos que al considerar una cantidad mayor de turnos de un
juego, la frecuencia relativa de cada resultado presenta mucha variabilidad de una
ronda a otra, pero que a medida que se aumenta el nUmero de repeticiones, hay
menos variabilidad.

| |
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Ntimero de turnos

¢Qué creen que sucedera si realizamos muchas repeticiones del experimento? Con tu
grupo, usen los siguientes recursos geogebra para generar una tabla con la frecuencia
relativa de cada resultado hasta mil repeticiones del experimento y el grafico que
muestra su variacion.
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a A partir de la tabla y el grafico, respondan

a. ¢Qué ocurre con la frecuencia relativa al aumentar el nUmero de repeticiones
del experimento?

a. ¢Entorno a qué valor parece estabilizarse la frecuencia relativa de cada resultado,
cuando el nUmero de repeticiones aumenta considerablemente?

e “Avanzar 0 espacios” se estabiliza en torno al valor
e “Avanzar 1 espacios” se estabiliza en torno al valor
e “Avanzar 2 espacios” se estabiliza en torno al valor

e Usando sus respuestas a la pregunta anterior, respondan:

Para un gran nimero de repeticiones,

e “Avanzar 0 espacios” ocurre un % de las veces aproximadamente.
e “Avanzar 1 espacios” ocurre un % de las veces aproximadamente.
e “Avanzar 2 espacios” ocurre un % de las veces aproximadamente.

e Finalmente, reflexionen:

Si el experimento se repitiera 1000 o 10000 veces mds, ¢creen que los porcentajes variarian
significativamente o se mantendrian cercanos a los valores observados? Expliquen
su respuesta.
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o La frecuencia relativa disminuye su variabilidad y comienza a estabilizarse en torno

a un valor, como se observa en los grdficos,

Frecuencia

relativa

lacién Juego de las

d.

—— Avanzar 2 espacios

Avanzar 0 espacios

Avanzar 1 espacio

Frecuencia

relativa

Nimero de turnos

Simulacién Juego de las cartas

Avanzar 0 espacios

= Avanzar 1 espacio

Avanzar 2 espacios
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Nimero de turnos

Mediante las tablas, se puede confirmar cudl es el valor en torno al cual la frecuencia
relativa de cada resultado se estabiliza, para ambos juegos.

Juego de las cartas

Nro de turnos — 50 100 150
Avanzar 0 038 034 03

Avanzar 1 034 033 036
Avanzar 2 0.28 033 034

Juego de las monedas

Nro de turnos — 50 100 150
Avanzar 0 0.58 0.56 0.54
Avanzar 1 0.16 0.22 0.24
Avanzar 2 0.26 022 022

200

0.32
0.34
0.35

200

0.55
0.24
0.21

250

0.36
0.35
0.29

250

0.56
0.22
021

300

0.36
0.34
0.29

300

0.55
0.24
0.22

350
0.37
0.33
0.3

350

0.55
0.23
0.23

400

0.37
0.35
0.28

400

0.54
0.23
0.23

450

0.36
0.34
0.29

450

0.52
0.24
0.24

500
0.35
0.35
0.3

500

0.53
0.24
023

550

0.35
0.34
0.31

550

0.53
0.24
0.22

600

0.35
0.33
0.32

600

0.52
0.25
023

650

0.35
0.34
0.32

650

0.52
0.24
0.24

700

0.34
0.34
0.32

700

0.53
0.24
0.24

750

0.34
0.34
031

750

0.53
0.24
0.23

800

0.34
0.34
0.32

800

0.52
0.24
0.24

850

0.34
0.34
0.32

850

0.52
0.25
024

900

0.33
0.34
0.33

900

0.51
0.25
0.24

950

0.33
0.34
0.33

950
05
0.26
0.24

1000
0.34
0.33
0.33

1000
0.5

0.26
0.24

Asi, para el juego de las cartas, la frecuencia relativa de todos los resultados se estabiliza
en torno a 0.33. En el caso del juego de las monedas, la frecuencia relativa de “Avanzar 0

espacios” se estabiliza en torno a 0.5, mientras que las frecuencias relativas de los

resultados “Avanzar 1 espacio” y “Avanzar 2 espacios” se estabilizan en torno a 0.25.
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e Para el juego de las cartas:,

e “Avanzar 0 espacios” ocurre un 33 % de las veces aproximadamente.
e “Avanzar 1 espacio” ocurre un 33 % de las veces aproximadamente.
e “Avanzar 2 espacios” ocurre un 33 % de las veces aproximadamente.

Para el juego de las monedas:

e “Avanzar 0 espacios” ocurre un 50 % de las veces aproximadamente.
e “Avanzar 1 espacio” ocurre un 25 % de las veces aproximadamente.
e “Avanzar 2 espacios” ocurre un 25 % de las veces aproximadamente.

e A partir del comportamiento observado, es sensato pensar que las frecuencias

relativas no cambiardn mucho mds, y de hecho, se mantendrén cercanas a los
valores observados.
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Objetivo
Analizar como evoluciona la frecuencia relativa de los resultados de un experimento aleatorio,

reconociendo que, para un nimero suficientemente grande de repeticiones, esta tiende a
estabilizarse en torno a un cierto valor.

& Trabajo en grupos

Organice a los estudiantes en grupos para que trabajen en los items 1y 2, idealmente los mismos de
la leccién anterior. Cada grupo debe trabajar con el recurso digital correspondiente al juego de azar
que ha utilizado desde la leccion 3 (cartas o monedas). Puede proyectar uno de los recursos para
mostrar brevemente su funcionamiento. Antes de avanzar al desarrollo de los items, aseglrese de
que todos los estudiantes comprendan qué se estd simulando: la repeticién del experimento muchas
veces y el registro de como varian las frecuencias relativas de los distintos resultados.

# Discusion de curso completo

Guie una discusidn plenaria para que compartan sus respuestas a los items 1y 2. AsegUrese de que
en esta discusion sus estudiantes:

e Reconozcan que al repetir un numero suficientemente grande de veces el experimento
aleatorio, la frecuencia relativa de cada resultado se estabiliza en torno a un valor. (¢Todos los
grupos observaron que, al aumentar el nUmero de repeticiones, la frecuencia relativa de cada
resultado se estabilizaba en torno a un valor?)

¢ Interpreten las frecuencias relativas observadas en un nimero suficientemente grande de
repeticiones como una estimacioén del grado de posibilidad de cada resultado, anticipando la
idea de probabilidad (¢Creen que el porcentaje que obtuvieron a partir de la frecuencia relativa
se puede usar como una estimacion de qué tan qué tan posible es que ocurra un resultado?
¢Por qué?)
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& Plenaria

Luego de la discusién anterior, promueva una discusion de curso completo en que en conjunto,
aborden la reflexién propuesta en el item 3. Guie la discusidn para que sus estudiantes,

¢ Infieran que la regularidad observada en las simulaciones les permite anticipar como se
comportaria la frecuencia relativa de los resultados si se consideran muchos mds turnos. (¢Qué
tan seguros se sienten de predecir la frecuencia relativa de un resultado si el juego se repitiera
1000 veces mds? ¢En qué se basan?¢La estabilidad que observan en el gréfico les ayuda a hacer
predicciones?)

Conclusiones

Resuma los puntos clave de la discusion y relacione las respuestas de los estudiantes con las
siguientes ideas:

e Al repetir muchas veces un experimento aleatorio, la frecuencia relativa de cada resultado
tiende a estabilizarse en torno a un valor.

e A partir de ese comportamiento, hemos usado la frecuencia relativa en un nUmero
suficientemente grande de repeticiones para:

e Estimar el grado de ocurrencia de cada resultado. Por ejemplo, “En el juego de las cartas, el
resultado Avanzar 0 espacios ocurre aproximadamente un 33% de las veces”

e Anticipar o predecir cobmo se comportaria la frecuencia relativa de cada resultado si se
realizaran adn mas repeticiones.

Anticipaciones y sugerencias

e Es posible que algunos estudiantes interpreten la idea de “estabilizacion” como una
igualdad, es decir, crean que al decir que la frecuencia relativa se estabiliza en torno a un
valor, esta deja de cambiar y adopta exactamente ese valor. Para evitar esta confusion,
se sugiere enfatizar que estabilizarse no implica dejar de variar, sino que las variaciones
se hacen cada vez mds pequenas a medida que aumenta el nUmero de repeticiones.
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En la actividad anterior observamos que, al repetir muchas veces un experimento
aleatorio, la frecuencia relativa de cada resultado tendia a estabilizarse en torno a un

cierto valor.

Frecuencia
relativa

1 4
0.9 4
0.8 4
0.7 <
06
05 4
0.4 4

0.3
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Simulacién Juego de las monedas

Avanzar 0 espacios

Avanzar 1 espacio

Avanzar 2 espacios

Frecuencia
relativa

L
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Nimero de turnos

Si repitiéramos la simulacion, ¢la frecuencia relativa se estabilizaria en el mismo valor?

¢0 podria ser diferente?



BN MAT

Guia Docente | Leccion 5 | Unidad Probabilidades C@N

MATEMATICA CONECTADA

Para explorar esta pregunta, trabajen en grupos y aborden los siguientes puntos:

0 Ubiquen en el siguiente esquema las frecuencias relativas de cada resultado que
obtuvieron en la actividad anterior.

0 1

Comparen su esquema con el de otros grupos que jugaron el mismo juego. ¢Qué semejanzas y
diferencias observan entre los resultados? ¢A qué creen que se deben esas semejanzas?

0 Reinicien la simulacidon usando el botdn “Nueva Simulacién” en el recurso, y generen
nuevamente la tabla y el gréfico con 1000 repeticiones del experimento.

a. ¢En qué se parece y en qué se diferencia respecto al grafico que obtuvieron en la
actividad anterior?

a. Comparen sus graficos con los de otros grupos que jugaron al mismo juego ¢Qué
pueden concluir sobre cdmo sobre el valor hacia el que tiende la frecuencia relativa de
cada resultado?

%0 Respuesta experta

0 Para cada juego, los diagramas de cada grupo serdn casi idénticos. Se espera que

argumenten este hecho en base a la estabilizacién de la frecuencia relativa observada en
la actividad anterior.

e Respuestas esperadas:

a. Sibien los graficos se diferencian en el comportamiento de la frecuencia
relativa hasta las 500 repeticiones aproximadamente, al correr nuevas simulaciones
de 1000 repeticiones se observa que las frecuencias relativas se estabilizan siempre
en torno al mismo valor.

a. Es posible concluir que, para un nimero suficientemente grande de
repeticiones del experimento aleatorio (o en este caso de turnos) la frecuencia
relativa de cada resultado se estabiliza en torno a un Gnico valor.
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| GESTION ACTIVIDAD 2

Objetivo

Justificar empiricamente que, al aumentar suficientemente el nUmero de repeticiones de un
experimento aleatorio, la frecuencia relativa de cada resultado no solo se estabiliza, sino que
lo hace de forma consistente en torno al mismo valor, que corresponde a su probabilidad

de ocurrencia.

& Trabajo en grupos

Introduzca la actividad, destacando que ahora el interés es explorar si la frecuencia relativa en
muchas repeticiones ademas de estabilizarse lo hace siempre en torno al mismo valor. Organice el
curso en los mismos grupos de la actividad anterior y dé tiempo para que aborden los items 1y 2.

# Discusion de curso completo

Guie una discusidn plenaria en la que cada grupo comparta sus respuestas. En esta instancia,
asegurese de que los estudiantes:

e Reconozcan que, a pesar de que las frecuencias relativas de cada resultado tienen alta
variabilidad en pocas repeticiones, todas tienden a estabilizarse en torno a los mismos valores
cuando el nimero de repeticiones es suficientemente grande (¢Qué observaron al comparar los
esquemas y graficos con otros grupos que jugaron el mismo juego? ¢Coincidieron los valores en
torno a los que se estabiliza la frecuencia relativa de cada resultado?).

e Infieran que lo anterior (ie. que la frecuencia relativa se estabilice de manera consistente en
torno a un mismo valor) es independiente del grupo que haya realizado la simulacién, del tipo
de juego utilizado o de la simulacién especifica (¢Observaron que, en todas las simulaciones, la
frecuencia relativa tendia a estabilizarse en torno a un mismo valor?:Esto ocurrié en ambos
juegos?).
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Conclusiones

Al final de esta actividad, formalice el enfoque frecuentista de la probabilidad, conectando las
respuestas del estudiantado con las ideas clave:

e Estudiamos que para un ndmero suficientemente grande de repeticiones, la frecuencia relativa
de cada resultado en los juegos (de las cartas o monedas) se estabiliza en torno a un mismo
valor.

e Mds aun, observamos que esta regularidad no depende de una simulacién especifica ni
tampoco del tipo de juego simulado. Esto nos permite conjeturar que este comportamiento se
trata de una caracteristica propia del experimento aleatorio: al repetirse muchas veces, la
frecuencia relativa de cada resultado tiende a estabilizarse en torno a un mismo valor.

Formalizacion

Al repetir un experimento aleatorio un nimero suficientemente grande de veces, la frecuencia
relativa de los resultados tiende a estabilizarse en torno a un valor Gnico, lo que permite
cuantificar su grado de ocurrencia. Diremos que este valor corresponde a la probabilidad de

ocurrencia de dicho suceso, y se puede representar como razén, decimal o porcentaje.

Esta forma de definir la probabilidad se conoce como enfoque frecuentista. Desde esta
perspectiva, la probabilidad se interpreta como un valor teérico, esto es, una idealizacion
basada en imaginar lo que ocurriria después de infinitas repeticiones del experimento.

Anticipaciones y sugerencias

e Al comparar grdficos de lineas de distintas simulaciones del mismo experimento, algunos
estudiantes podrian enfocarse solo en las diferencias que aparecen al inicio, cuando adn
hay pocas repeticiones. Aproveche esta observacion para resaltar que, pese a esa
variabilidad inicial, en todos los casos la frecuencia relativa tiende a estabilizarse en torno
a un mismo valor.
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| TICKET DE SALIDA

Analiza el experimento aleatorio con su respectivo grdfico de frecuencia relativa y responde.

Experimento aleatorio: Saca una bolita al azar de la urnag, sin mirar, y observar su color.

Resultados

Experimento aleatorio - Sacar una bolita al azar
de la urna sin mirar y observar su color

== Sacar una bolita roja == Sacar una bolita azul
1,000

0.750

0,500

0,250

Frecuencia relativa

0,000
100 200 300 400 500

Numero de repeticiones

Determina si las afirmaciones son verdaderas (V) o falsas (F).

Afirmacioén

Al observar el tramo entre 0 y 100 repeticiones, es posible
estimar la probabilidad de obtener cada resultado.

Es posible afirmar que si el experimento se repite 1000
veces, aproximadamente en 400 de ellas se obtendrd una
bolita roja.

La frecuencia relativa de “sacar una bolita azul” se estabiliza
en torno al 0,6, por lo que su probabilidad de ocurrir es
del 60%
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Aplicar el enfoque frecuentista de la probabilidad

Indicador de para estimar la probabilidad de ocurrencia de
evaluaciéon resultados y frecuencias absolutas en

experimentos aleatorios.

@ Posibles comprensiones

Respuesta
correcta

Posibles comprensiones asociadas al error

Afirmacioén

(Error: V)

Los estudiantes no reconocen que en ese tramo las regularidades adn no
1 F son suficientemente estables para permitir una estimacioén confiable, o
bien, que la variabilidad es muy alta (la estabilizaciéon se nota
aproximadamente a partir de 200 repeticiones).

(Error: F)

2 v Algunos estudiantes podrian tener dificultades en usar la frecuencia
relativa para estimar la frecuencia absoluta en muchas repeticiones.

(Error: F)

¢ Los estudiantes podrian relacionar la nocién de “estabilidad” en
torno a un valor con “igualdad” y por tanto podrian sefalar la

3 \ afirmaciéon como falsa.

 Si bien los estudiantes reconocen la estabilidad de la frecuencia
relativa en torno a un valor, no interpretan dicho valor como una
forma de cuantificar la probabilidad de ocurrencia.
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En esta leccion:

e Usamos recursos digitales para simular un nimero muy grande de turnos de cada juego (de las
cartas o las monedas) y construir tablas y graficos que muestran la evolucién de la frecuencia
relativa segun el nUmero de turnos, para 1000 repeticiones.

Frecuencia Simulacién Juego de las monedas
relativa

1 4 Avanzar 0 espacios
09 4

Avanzar 1 espacio

0.8 - Avanzar 2 espacios

0.7 4
06 4
05 4
04
03

0.2 j

0.1 4

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ’

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 1000

Nimero de turnos

El andlisis de estos graficos nos permitid concluir que, al repetir muchas veces un experimento
aleatorio, no solo disminuye la variabilidad observada de la frecuencia relativa de cada resultado,
como observamos la clase anterior, sino que ademads, la frecuencia relativa tiende a estabilizarse en
torno a ciertos valores.

A partir de este comportamiento, usamos la frecuencia relativa en un namero suficientemente
grande de repeticiones para:

e Estimar el grado de ocurrencia de cada resultado. Por ejemplo, “En el juego de las cartas, el
resultado Avanzar 0 espacios ocurre aproximadamente un 33% de las veces”

¢ Anticipar o predecir como se comportaria la frecuencia relativa de cada resultado si se
realizaran adn mds repeticiones.

e Observamos que la estabilizacion de la frecuencia relativa ocurre de manera consistente,
independientemente del grupo, del tipo de juego o de la simulacién especifica utilizada, y es
siempre en torno a un mismo valor.
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Frecuencia Simulacién Juego de las cartas Frecuencia Simulacién Juego de las cartas

relativa relativa
1 Avanzar 0 espacios 1 Avanzar 0 espacios
09 Avanzar 1 espacio 09 Avanzar 1 espacio
08 —— Avanzar 2 espacios 08 Avanzar 2 espacios

07
06
05
04
03
02
01
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@
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Nimero de turnos Niimero de turnos

e A partir de esta regularidad, usamos la frecuencia relativa obtenida tras muchas repeticiones
como una estimacion de la probabilidad de ocurrencia de cada resultado .

e Formalizamos la nocién de probabilidad desde un enfoque frecuentista, entendida como el
valor hacia el que tiende la frecuencia relativa cuando el experimento se repite un nimero
suficientemente grande de veces.

Términos matematicos que ahora puedo ocupar:

e estabilizacion

e regularidades
e probabilidad teérica
¢ enfoque frecuentista de la probabilidad




